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CHAPITRE

n
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Intégration
intervalle n




Lobjet de ce chapitre est d’étendre la notion d’intégrale au cas des fonctions continues par
morceaux sur un intervalle I qui n'est pas un segment i.e. de la forme :

la,b] , la,b], ] —o0,b], | —00,b], [a,+o0], ]Ja,+o0], ]Ja,b] ou ] — oo, 0]

avec —oco < a < b < +o0.

Toutes les applications considérées ici sont définies sur un intervalle I de R et sont a valeurs
dans K =R ou C.

n Rappels cours 1¢'¢ année

Uniquement dans cette partie I désigne le segment [a, b] avec a < b deux réels.

Intégrale de f
Soit f € €(I,K) et F une primitive de f (on sait que f admet des primitives sur I),
on appelle intégrale de f sur I le réel F(b) — F(a) et on note

Définition 1.1

[ s =1r@k = o) - F@

i ’ 1 1 o x ) .
Soient zg € I, f € €(I,K), alors I'application F' : { N / £(t) dt est I'unique
T

primitive de f sur I qui s'annule en x.

Intégration par parties

Soient f,g € €*(I,K), on a

Théoréme 1.2

b b
| r e =(s0els - [ g 0. i

Remarque. Généralement on utilise I'IPP lorsque fg’ est plus facile que f’g a intégrer.

Changement de variable
Soit f € €(I,K) et ¢ : [a, 5] — R une fonction de classe ¢ telle que ¢([a, 3]) C I.

Théoréme 1.3 Alors

B
| o) wdu= [ ) at 12)

Remarque. Dans le théoréme précédent, il n'y a pas d’exigence sur la monotonie de ¢ (bien
que en général, on choisit ¢ strictement monotone). On verra dans les intégrales des fonctions
continues par morceaux, quon exigera que ¢ soit strictement monotone.
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E Fonctions continues par morceaux

Soient a < b deux réels. On rappel qu'une subdivision o = (z;)o<i<n de [a, b] est un ensemble
de points de [a,b] vérifiant :

a=x90<x1 < < ZTp_1<Tp=>o, avec n € N*,

Soit f une application de [a,b] a valeur dans K; On dit que f est continue par
morceaux sur [a,b] s'il existe n € N* et une subdivision ¢ = (z;)o<i<n de [a,b] tel que,
pour tout i € [0,n — 1], la restriction de f & ]z;, x;41[ soit prolongeable par continuité sur
@) el
On dit que o est une subdivision adaptée a f.

Remarques.

a. f est continue par morceaux implique que f € €(]z;, zi+1]) et f admet une limite finie
en z; et une limite finie en 7, ;.

b. Une fonction continue par morceaux est donc continue sur [a,b] sauf en nombre fini de
points de [a, b], et admet des limites finies & droite et & gauche en chacun de ces points.

c. Ceci implique donc qu'une fonction continue par morceaux sur un segment est une fonc-
tion bornée, mais contrairement a une fonction continue, elle n’atteint pas forcement ses
bornes.

d. La subdivision o nest pas unique. Et une subdivision adaptée & f doit contenir les points
de discontinuité de f.

YA f($z)

-+
8]y

Exemple graphique d’une fonction continue par morceaux sur [a, b]

Exemples.
l. La fonction z € [—1, 1] — E(x) (partie entier de x) est continue par morceaux sur [—1, 1].
2. Plus généralement une fonction en escalier sur [a,b] est une fonction continue par mor-
ceaux.

1
3. La fonction = € [-1,1] \ {0} — — n’est pas continue par morceaux sur [—1, 1].
T

On notera dans la suite €/([a, b], K) 'ensemble des fonctions continues par morceau sur [a, b]
a valeur dans K.

I % ([a,b],K) est un sous-espace vectoriel de F([a, b], K).
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Propriété 1.2

Démonstration. Il est clair que cet
Soit f,g deux fonctions continues

ensemble n’est pas vide (il contient la fonction nulle).
par morceaux et A € K. Soit o (resp. o,4) une subdivision

de [a,b] adaptée & f (resp a g). On note 0 = («;)o<i<n la subdivision de [a,b] obtenue en

réordonnant les points de oy U oy,

g.
Pour tout ¢ € [0,n—1] les restricti

il est clair que o est une subdivision adaptée a la fois a f et

ons de f et g sur ]a;, a;11] sont prolongeables par continuité

sur [, ait1], il en va de méme pour Af + g. On en déduit alors que A\f + g est continue par

morceaux sur [a,b], ce qui termine la démonstration.

Soit f une fonction continue p

f, / o f a un sens (bien définie)

O

ar morceaux sur [a,b] et o = (z;) une subdivision adaptée a

puisque f est prolongeable par continuité sur [z;, z;+1].

z1 YA
| s :
Zo
Tit+1
?/ (1 [ ] / [ ll)
1’0 95'1 T $i|+1 %'—wln .
On définit alors
n—1 Tit1
1G.0=Y [
k=0"%i

Soient o1, 09 deux subdivisi

En d’autre terme, le scalaire I(f, o) ne dépend que de la fonction f.

ons adaptées a f, alors I(f,01) = I(f,02).

Démonstration. Soient o1 et o9 de

— On commence par le cas ou

Notons o = (o, ..

ux subdivisions adaptées a f.

o9 est obtenue en ajoutant un point a oy :

., &), soit ig € [0,n — 1] et o9 la subdivision obtenue en ajoutant un

point z dans l'intervalle |z;,, z;,+1[. On a alors :

Ti41

1

I(f,02) ZZOI/:C

1(f,0)

t

;AZM

Ti41

yars [* fwae+ [ 5 F(t)yat

n—1

>/

=1

Tit1

n—1 Tit1
tdt+ Y / ft)dt = f(t)de

i=ig+1 " T

)dt + /:OH £(

i

— On en déduit le méme résultat lorsque o’ est obtenue a partir de o en ajoutant un nombre

quelconque de points.

— Enfin, si o et ¢’ sont quelcon

ques, notons ¢ la subdivision obtenue en réunissant tous les

points de o et o'. Alors, I(f,0) = I(f,0") et I(f,0’) = I(f,0"), dapres ce qui précede,

dou le résultat.

O
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Remarque. En notant ap = a < a; < - < a, = b les éventuels points de discontinuité de f, alors
pour tout o = (z;)o<i<n une subdivision adaptée a f, on a

n>p, Vkel0,p], i€ [0,n], ar =z,

avec ig =0 < i; < --- < i, = n. En utilisant donc la relation de Chasles, on trouve

n Tit1 p—lipp1—-1 Tit1 p-l Tip i
1= [Trwa= > [Trea=3 [rma=Y [T o
=0 """ k=0 i=1g ’ k=0"""k =0 """

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a,b]. On appelle intégrale de f sur

2 e . b p_l al
[a,b], et on note / f(t)dt, (ou / f) le scalaire I(f) = Z/ " f(t)dt.
a [avb] 1=0 &

ém(la,b],K) — K

Propriété 1.3 Lapplication : b est linéaire.
f— / f
a

Relation de Chasles
Soit f une fonction continue par morceaux sur [a,b] et ¢ €]a, b[. Alors

L. fl[a,c] (resp. f|[c’b]) est une fonction continue par morceaux sur [a, c| (resp. sur [c, b]).

Propriété 1.4 2. On a la relation suivante,

/abf(t)dt:/:f(t)dt+/cbf(t)dt.

Positivité, croissance

b
1. Soit f € G ([a,b],R). On suppose que f > 0 alors / f(t)dt > 0.
b b

2. Soient f,g € €u([a,b],R). On suppose que f < g alors /a ft)dt < /a g(t) dt.
3. Soit f € €u([a,b],K). On a

[ roa <[5 a

Remarques.

a. Bien évidemment ces relations sont valables si les bornes de l'intégrale sont dans le bon

sens Le. a < b.
b

b. Contrairement a une fonction continue, on peut avoir f > 0 et / f =0 sans que f soit

a
la fonction nulle. En effet, dans ce cas f = 0 sauf ’éventuellement’ en un nombre fini de
points.
c. Ceci implique que si f,g € € ([a,b],K) qui ne different qu'en un nombre fini de points

b b
alors/ f:/ g.

Primitive
Soit f € % ([a,b],K). On appelle primitive de f toute application F' € %([a,b], K)

dérivable partout ou f est continue avec F'(z) = f.

1.2. Fonctions continues par morceaux 9



Soit f € ¢um(la,b],K), g € I. On considére la fonction F : {

Théoréme 1.4 s -

. F' est continue sur I.
2. F est dérivable en tout point de I ou f est continue, et F'(z) = f(x).

i T

Exemple de la fonction F' associée a f.

Changement de variable
Soit ¢ : [a,] — R une fonction de classe €' strictement monotone et f €

G (pla, 5]), K). Alors
e(B)

B
| e an= [~ 13

w(a)

Démonstration. Comme ¢ est strictement monotone, elle réalise une bijection entre [a, (] et
[p(a), p(B)]- Soit 0 = (yi)o<i<n une subdivision de [p(«a), p(5)] adaptée a f. On note alors,
pour tout i € [0,n], z; = ¢~ (y;) € [, B], alors (z;) est une subdivision de [a, 3].

Etant donnée que f est prolongeable par continuité sur [y;, yi+1] alors on peut appliquer le

théoréme [.3| (relation a f, ce qui donne

Yit1 P(zit1) Tit1
Vi e [0,n — 1], /y f(t)dt:/ f(t)dt:/x Flo(w)e (u) du.

i (i) f

Ensuite, on additionne ces égalités en utilisant la relation de Chasles pour obtenir le résultat.
U

Soit I un intervalle quelconque de R. On dit qu'une fonction f définie sur I a valeur dans

Définition 15 K est continue par morceaux sur [ ssi pour tout segment J inclus dans I, f € €y (J, K).

On note €)/(I,K) I'ensemble des fonctions continues par morceaux sur I a valeur dans
K.
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E Intégrales impropres : définitions

m Intégrales impropres : définitions

Soit I un intervalle de R et f € €3/(1,K). On dit que / f est une intégrale impropre,
I

dans les cas suivant :
Définition 1.6 I. I nest pas borné

ou

2. I est borné mais pas un segment, et f & 6y (I, K).

Lobjet alors de la suite de ce chapitre est d’étudier ce type d’intégrale afin de pouvoir
confirmer leurs convergences ou divergences.

Remarque. Il est important de ne pas confondre une intégrale bien définie (I est un segment,
f € €m(I,K)) avec une intégrale impropre.

Cas d’un intervalle semi-ouvert
Soit f € %M([a b[,K) avec —o0o < a < b < 400. On dit que I'intégrale impropre (ou

généralisée) / f(t) dt converge (ou existe) s

xT

Définition 1.7 lim [ f(t)dt existe.
x—b a

b b
S'il en est ainsi, cette intégrale est notée : / f(t)dt ou / f ou / f.
a a [a,b]

Dans le cas contraire on dit que l'intégrale impropre / f diverge.
a

Remarque. Dans le cas ou I est de la forme |a,b] avec —oco < a < b < oo, la définition de la
convergence devient :

b b
/ f(t)dt converge ssi lim f(t)dt existe.

z—at Jo

Exemples.

l/1d1t
o

1
; est divergente. En effet, ¢ — T3¢ ([0, 1[,R) et

o dt

vz €]0, 1], =[-In(1-¢)];=—-In(l —z) —— oc.

0 - x—1—

) * dt oo dt
2. Pour tout x > 1,onax +—— - € €n([1,00[,R) et | — =In(x) —— oo. Donc —
est divergente.

oo dt
3. / Ty est convergente et vaut 5 Puisque x — 5 l,g € eu(Ry,R) et

T dt - s
Ve > 0, /0 T = [Aretan(t)]f = Arctan(z) —— 7.

1
4. / Intdt est convergente et vaut —1. En effet, In € €3,(]0,1],R) et
0

Ve > 0, / In(t)dt = [tln(t) —#]! = —1 —eln(e) + ¢ —— —1.

e—0t

1.3. Intégrales impropres : définitions 11



Ldt
5. —= est convergente et vaut 2.
0 Vit

Remarque. Comme pour les séries numériques, on fera attention pour ne pas confondre lobjet

b
'intégrale impropre’ / f(t) dt, il s’agit juste d’'un symbole qui pourra avoir le statut convergence

a
ou divergence, et il est impossible de l'utiliser dans les calculs tant que l'on n’a pas prouvé son
existence, C'est-a-dire la convergence de lintégrale.

o0

w Soit f : [0,+oc0] — Ry continue par morceaux telle que / f converge. Montrer qu'il
0

existe une suite (x,,) de réels positifs vérifiant : x,, —— > tooet Tnf(xn) —= 0

oo
Correction. Comme / f existe, alors
0

Ve>0, VA>0, Jz>A, =zf(x)<e.

En effet, si cette relation n'est pas vérifiée, on aurait :

WV

A A

Ce qui contredit 'hypotheése.

o g 1
En particulier, pour tout n € N*| il existe x,, > n tel que |z, f(x,)| < —. Donc |z, f(xy,) — 0}
n n—00
O

Exemples de références

1
l. Fonctions de Riemann. Il s’agit des fonctions ¢ — 7o pour t>0etack

Ldt
a. / o converge si et seulement si o < 1.
0
Théoréme 1.6 T dt : )
b. / o Cconverge si et seulement si a > 1.
1

+oo
2. Exponentielle. / e dt converge si et seulement si a >0 .
0

1 1
3. Logarithme. / Intdt converge (et / Intdt = —1).
0 0

Démonstration.
. 1 . .
I. La fonction z —— — est continue sur ]0, oo donc continue par morceaux sur |0,1] et
aussi sur [1, 00[. Ensuite il sufht d’utiliser une primitive,

— Si a = 1. Alors pour tout z €]0, 00|, on a
Lt T dt
x<1,/—:—ln(:c)—>ooetx>1, — =In(z) —— o©
P z—0+ 1t T—00

— Sia#1,ona

T dt 1 1 L dt 1 1
Va €|1 —_— = -1 t Vx €]0, 1 — = 1-— .
z €1, 0], 1t 1—« (:co‘_l > et va €0, 1], e to 1—a( a:a—1>

/a7 dt 1 /"3 dt
- et [ — —— o0
1 t® z—=00 o —1 1 t% z—o0t

T dt T dt
7—>Ooet/t7a—>0+oo
1 z—

Ainsi, si a > 1,

et si a <1,
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2. La fonction x — e~ % est continue sur [0, oo|.

X
— Sia:(),alors/ e dt =1z —— oo.
T—r00

0
x —at
/ e dqt = le ] = 1(1—e_‘”3).
0 —a a

— Sia #0, alors

3. In € (10, 1], R) et

1
Ve > 0, / In(¢)dt = [tln(t) — )} = 1 —eln(e) + e — —1.
€

e—0t

Soient a et b des réels tels que a < b. Alors

Corollaire 1.1 b dt
/

(t—a)

converge si et seulement si  « <1

Intégrale faussement impropre
Soit f € € ([a,b],K) avec a et b finis. Si f admet une limite finie en b~, alors l'intégrale

Propriété 1.6 /[a,b[ f converge.

De plus, si on note f le prolongement de f par continuité en b, on a / = / f
[a,0]

Démonstration. 1l est clair que application f est continue par morceaux sur le segment [a, b].
b

On peut donc définir 'intégrale / f.

Pour tout = € [a, b on a alors / / f, et, puisque I'application z — / f est continue
sur [a,b], on a hm/ / f, doti le résultat. O
L In
Exemple./l 1” dt. En effet, ¢ —> 1(t) € Gn([1/2,1[,R) et
1 —
1 In(t)  In(¢) —In(1) fin
vt e (50l 1 = o W)= 1.

Remarques.

1 o dt
a. Ce résultat n'est pas valable si b = co, par exemple i 0 et pourtant / 5 diverge.
— 00 1

b. On a un résultat analogue dans le cas ou I est de la forme |a,b] avec —oo < a < b < 0.

Soit f € Gn([a,b],K) avec —oo < a < b < +0o0, et soit ¢ €]a, b[. Lintégrale impropre
b

b
/ f(t) dt converge si et seulement si l'intégrale impropre / f(t) dt converge et, dans ce
Propriété 1.7 s c

/abf(t)dt:/:f(t)dtJr/cbf(t)dt

Remarques.

a. Autrement dit, pour une fonction continue par morceaux sur [a, b], I'existence de l'intégrale
dépend du comportement de f au voisinage de b.

1.3. Intégrales impropres : définitions 13



b b
b. Si/ f converge alors/ f—— 0.
a T r—b—
oo T
f au reste d’'une série numérique et entre / fetla
a

c. Si b = o0, on peut faire le lien /

xX
somme partielle d’'une série numérique.

A la différence des séries numériques, il n’y pas de lien logique entre la convergence de
o
/ f et la limite de [ nulle en .
a

—+00

ie. il se peut que /a f converge sans que t£+moo f(t) soit nulle!! (c.f. exemple ci-apres et
'exercice[l.d).

x
En revanche, ce que lon peut affirmer : si f admet une limite non nulle en oo alors / f
a

diverge.

Exemple. Soit f définie sur Ry par :
o f est continue et affine par morceaux.
o f(0)=0

1 1
o pour tout entier n > 1, f<n2n3> :f<n+2ng> =0et f(n)=n

Cas d’un intervalle ouvert

b
Soit f € Gun(]a,b[,K) avec —oo < a < b < 400. On dit que I'intégrale impropre / f

@

b
converge ssi il existe ¢ €]a, b] tels que les deux intégrales / f et / f sont convergentes.
C

a
Définition 1.8 Dans ce cas, on pose :

/abf(t)dt—/acf(t)dtJr/cbf(t)dt.

b
Dans le cas contraire on dit que / f diverge.
a

Remarques.

b
a. Si / f converge, alors sa valeur ne dépend pas du choix de ¢, en effet dans ce cas tous

les réels de lintervalle Ja, b] conviennent (c.f£ proposition [L.7).

b c b
b. / f diverge signifie que 'une au moins des intégrales / f(t)dt ou / f(t)dt diverge.

Exemples.

+oo
1. / 5 est convergente, et vaut 7.
—0o 1+t

L de
2. / ————=——= est convergente et vaut .
141 —¢2 &
oo dt
3. / - est divergente.
0

+o00 2
Alors l'intégrale / f(t) dt converge (et vaut ). Cependant, lim f(¢) n’existe pas! Pire,
0 12 t—+o00

f n’est méme pas bornée sur R, !

14 Chapitre 1. Intégration sur un intervalle non compact



Soit f € E(R,R) telle que lim f(xr) = X et lim f(z) = p. Montrer que

T——00 T—+00
m / f(z+1) — f(z)] dz existe, et calculer sa valeur.

Correction. Puisque f € ¢(R), on en déduit que x — f(z + 1) — f(x) est continue également.
Soient a,b € R tel que a < b. On a

b b b+1 b
Ljﬁ+U&—Lf@&:aﬂfmm—Lf®m
b+1 a+1
- / f@m—/ F()dt
b a

Soit € > 0, puisque lir+n f(z) = p, alors il existe B tel que pour tout ¢t > B, on a |f(t) — p| < e.
T—+00

[ Gy - sana

Supposons que b > B, alors

b+1
Vit e [b,b+ 1], u—eéf(t)<u+6:>u—5</ fO)dt<p+e
b

b+1 a+1

on en déduit que lim f(z)dx = p. De méme, on montre que lim f(z)dx = A
b—+o00 Jp a——00

On en déduit que /(f(a: +1) — f(x))dz existe et que
R

/R(f(l‘-l-l)—f(x))da::u—)\.

O

Remarques.

l. Avec les hypothéses de la définition précédente, soit F' une primitive de f sur |a,b[ et
soit ¢ €]a, b].
C

Dire que l'intégrale [ f existe équivaut a dire que lim F (x) existe; et dans ce cas, on
a r—a

alﬁzp@—nmp@.

r—a™t

b
Dire que l'intégrale / f existe équivaut a dire que lim F(y) existe; et dans ce cas, on
c y—b—

/ f= lim F(y) — F(c).
y—b~
b
Ainsi, dire que / [ existe équivaut a dire que F' admet une limite en a™ et b~ ; et dans

ce cas, on aura”
b
/ f(t)dt = lim [F(t )] = hmF—hmF
a z—at at
y—b~
que lon notera parfois abusivement [F(t)}z (mais cette écriture n’est autorisée qu'aprés
avoir justifié 'existence des deux limites).

2. On prendra garde a ne pas simplifier outrageusement la définition! Par exemple, il ne faut
400
pas confondre / tdt (qui diverge!) avec lim tdt (qui vaut 0).

— 00 T—>+00 J_4

m Intégrales impropres : propriétés

Les propriétés qui suivent sont énoncées dans le cas d’une fonction continue par morceaux
sur un intervalle de la forme [a,b[ avec —0co < a < b < 400. On obtient bien siir des résultats
analogues pour les deux autres cas d’intégrale impropre.

1.3. Intégrales impropres : définitions 15



Propriété 1.8

Soit f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a,b[ & valeurs dans K et \ et

b b
u deux scalaires. On suppose que les intégrales / f(t)dt et / g(t) dt convergent.
b
Alors l'intégrale impropre / (Af + pg) () dt converge et :

a

[0 tu@a=x [ rwatu [ g

En d’autres termes : le sous-ensemble de é)/([a, b], K) formé des fonctions dont l'inté-
grale converge est un sous-espace vectoriel de €/ ([a, b], K), et sur cet espace, application

b
= / f est une forme linéaire.
a

Remarques.

a. Il résulte immédiatement de la proposition précédente que, si f a une intégrale divergente
sur [a,b[ et g une intégrale convergente, alors l'intégrale de f + ¢ sera divergente.

On ne peut cependant rien dire a priori de la somme de deux intégrales divergentes.

b b b
b. On fera tres attention a ne pas écrire / (f+g9) = / [+ / g avant d’avoir étudié la
a a a

convergence de ces deux intégrales!

Par exemple, Iécriture / N’A AUCUN SENS!!!

1

)

dt

et calculer sa valeur en cas de
t+2)(t+3)

Etudier la convergence de / >
g o (E+ 1)

convergence.

1

Correction. La fonction x — est continue sur |0, co[, de plus,

(x+1)(z+2)(x+3)

N[

1 A B C  apres calculs % n -1

T+ )z +2)(x+3) z+1 z+2 x+3 z+1 x+2+$+3'

Puisque on n’a pas le droit d’écrire

o0 dt oo dt oo dt o dt
/0 (t+1)(t+2)(t+3):/0 2(t+1)_/0 (t+2)+/0 2(t + 3)

car C'est faux tout simplement! Alors, on prend X > 0 et on écrit

Etant donné que In (

16

X dt X dt X dt X dt
/0 t+D)E+2)(t+3) /o 2(t—|—1)_/0 (t+2)+/0 2(t + 3)

= [+ 10] — mmGe+20R + [+ 3]

= In <\/(X ;1_’)_(‘2}( + 3)> +In(2) — In(v/3).

X

0

VX + 1D (X +3)
X +2

) » In(1) = 0, on en déduit que
X =00

/OX R T )
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Ce qui prouve la convergence de l'intégrale. O

Remarque. On verra dans la partie suivante des méthodes permettent de diagnostiquer rapi-
dement la convergence de cette intégrale.

I. Soit f une fonction continue par morceaux sur [a, b], a valeurs réelles.

b
Si f > 0 sur [a,b] et si l'intégrale de f est convergente, alors / f(t)dt > 0.

Propriétés 1.9 2. Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a, b, & valeurs réelles.
Si f(t) < g(t) pour tout t € [a,b] et si les intégrales de f et de g convergent, alors

[ rwa< [ wa

Démonstration. immédiat, compte tenu de la propriété similaire pour les intégrales sur un
segment et du théoréme de prolongement des inégalités pour les limites. O

Soit f une fonction continue sur [a,b], a valeurs réelles positives, telle que l'intégrale

Propriété LI0 de f sur [a, bb[ est convergente.

Alors:/ f(t)dt =0= f =0 sur [a,b].

b x b x
Démonstration. Soit © € [a,b[. Puisque / f= / f+ / f, que / f est positive d’apres
a a X a
b

les propriétés des intégrales sur un segment et que / f est positive d’aprés la proposition
x

b T
précédente, I'égalité / f = 0 implique / f = 0. 1l ne reste plus alors qu'a appliquer le

théoréeme correspondant pour les intégrales sur un segment. O

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a,b], a valeurs dans C. Pour que
l'intégrale de f sur [a,b] soit convergente, il faut et il sufht que les intégrales de Re(f) et

Propriété LI de Im(f) le soient, et, dans ce cas on a

/abf(t) dt:/abRe(f(t))dt—i—i/ablm(f(t))dt

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a, b[, a valeurs dans C.

b b____
Si lintégrale / f(t)dt est convergente, il en est de méme de / f(t)dt et on a

Corollaire 1.2

/abf(t)dt_/abf(t)dt

m Cas des fonctions positives

b
Etudier la nature d’une intégrale impropre / f(t)dt, avec f continue par morceaux sur
a
[a, b], est facile lorsqu'on sait déterminer une primitive F' de f. En effet, dans ce cas, il sufht de
calculer la limite de F' en b™.

Cela est malheureusement rarement le cas; 'idée est alors de comparer la fonction f & des
fonctions de référence.
On commence par établir ces critéres dans le cas de fonctions a valeurs réelles positives. En

x
effet, si f : [a,b[— R est a valeurs positives, 'application F': x / f(t)dt est croissante sur
a
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Théoréme 1.7

Théoréme 1.8

18

[a, b]. D’apres le théoreme de la limite monotone, sa limite en b~ existe si et seulement si elle
est majorée.

On obtient donc le théoréme suivant, élémentaire mais fondamental puisqu’il est a lorigine de
toutes les régles de comparaison qui vont suivre :

Soit f continue par morceaux sur [a,b], avec —o0 < a < b < 400, a valeurs réelles
positives.

[a,b] — R b

. e ) - Cpees .
Soit F' l'application F' : N F(t)dt Alors l'intégrale /a f(t)dt converge si
et seulement si F' est majorée. ‘

b a3
Dans ce cas, / f(t)dt = lim F(z). Dans le cas contraire, lim f(t)dt = +oo.

a T—b— T—b— a

Remarque. Dans le cas d’'une fonction définie sur un intervalle de la forme |a, b] avec —oco < b <

b
a < 400 et a valeurs réelles positives, la fonction z — / f(t)dt est décroissante (vérification
x

facile). Elle admet donc une limite en a™ si et seulement si elle est majorée : on obtient donc un

résultat tout a fait similaire. Pour cette raison, les théorémes de comparaison qui vont suivre
restent entierement valables dans le cas ou l'intervalle d’intégration est de la forme |a, b].

On déduit facilement de ce théoréme le premier critére de comparaison :

Soient f et g continues par morceaux sur [a,b[, avec —c0 < a < b < 400, a valeurs
réelles.
On suppose qu'il existe ¢ € [a, b] tel que :

Yt € [e,b], 0< f(t) <g(t)

Alors :

b b
a. Si / g(t) dt converge, alors / f(t) dt converge.

b b
b. Si / f(t) dt diverge, alors / g(t) dt diverge.

Démonstration. |l suffit de démontrer la premiére propriété, puisque la seconde en est simple-
ment la contraposée.

mmmeeMMmmM&n@:/ﬂmmuia@:/ﬂmmt

b
Si on suppose que / g converge on aura alors :
a

b
W%kﬂ,ﬂ@<ﬂ@</g@&.

Ainsi, la fonction F' est majorée; f étant & valeurs positives sur [c,b], on déduit du théoreme
b

que l'intégrale / f(t) dt converge.
C

b
Lintégrale / f(t)dt est donc aussi convergente d’apres la proposition O
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CCP 2014, 2015,.. Certains éprouvent des difficultés a montrer la convergence d’une
série ou d’'une intégrale sur des exemples simples (et classiques). Lutilisation des théo-
rémes de comparaison, pour les séries ou les intégrales impropres, sans se soucier des
questions de signe est sanctionnée.

Soient f et g continues par morceaux sur [a,b[, avec —oo < a < b < 400, a valeurs

réelles, positives au voisinage de b.
b

b
l. Sif = O(g) et si / g(t) dt converge, alors / f(t)dt converge.

2. Sifb:o(g)etsi/b

a

b
g(t) dt converge, alors / f(t)dt converge.

Remarque. Comme la nature d’une intégrale ne change pas si on multiplie la fonction par
un scalaire, on peut, dans les hypothéses de ce corollaire, remplacer la phrase « f et g sont
positives au voisinage de b » par « f et g sont de signes constants au voisinage de b »

Comme pour les séries numériques, il faut s'assurer que f et g sont de signe constant au
voisinage de b.

Considérons l'exemple : f(t) = ]sm(t)\’ g(t) = Slr\l/(;), on a bien f = o(g), pourtant,

t

/ f(t) dt diverge (c.f exercice et / g(t) dt diverge (c.f. exercice.
1 1

Soient f et g continues par morceaux sur [a,b[, avec —oo < a < b < 400, a valeurs

Corollaire 1.4 réelles. On suppose g positive au voisinage de b. S'il existe une constante réelle k # 0 telle
que f ~ kg, alors les intégrales de f et g sur [a, b[ sont de méme nature.

Démonstration. Quitte a changer f en —f (ce qui ne change pas la nature de I'intégrale), on peut
supposer k > 0.

Par définition, on a : f ~ kg<— f—g = o(g), ce qui s’écrit

Ve >0, Jc € [a,b] tqVz € [c,b] , |f(x)—kg(x)| <elg(z)] .
g étant a valeurs positives, cela peut aussi s’écrire
Ve >0, dc € [a,b] tq Vz € [c,b] , —eg(z) < f(x) — kg(z) < eg(x)
ou encore

Ve>0, dc€[a,b[tqVz € [c,b], (k—e)g(z) < f(x) < (k+e)g(x).

k
En choisissant ¢ = B (ce qui est possible car k > 0), on obtient finalement

k 3k
Ge € 0. tq Vo € eb] Sgla) < f(2) < Dgla)
et le résultat est donc une conséquence immédiate du théoréeme O
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Remarque. La condition « de signe constant » est indispensable. c.f. exemple ci-apres.

sin(t) | sin(t)]
Vi

ne sont pas de méme nature.

in(t
et g(t) = w On a f ~ g mais leurs intégrales
(o9}

Exemple. On pose f(t) = NG

Soit f € €n([a,00[,R) a valeurs positives (au mois au voisinage de o). Alors

k
l. On suppose qu'il existe k > 0 et o € R tels que f(t ) e
Si a > 1 alors / f(t) dt converge, sinon (« / f t) dt diverge.
2. S'il existe o > 1 tel que f(t) < > ou f(t) 0 (), alors / ft)de
t—>oo t—oo \ t¢ a

C01’1V€1”g€.

3. Sl existe k > 0 et a < 1 tels que f(t) > t—a au voisinage de oo alors / f(t)de

diverge.

1
(@ + D@ +2) (@ +3) t500 23

donc d’apres le résultat

Exemple. Dans l’exercice ona f(x) =
précédent / f(x)dx converge.
1

Remarque.
a. On peut facilement adapter ce résultat au cas ou I = [a,b] avec b fini, en utilisant les
fonctions de références 1
(t—b)
b. On peut obtenir le 3™ cas en montrant que z f(x) — oc.

T—r00

Soient a > 0 et f € ¥)(]0,a],R) a valeurs positives (au mois au voisinage de 0%).

Alors

k
1. On suppose qu'il existe k > 0 et a € R tels que f(t) ~ Ko
Si a < 1 alors / f(t) dt converge, sinon ( / t)dt diverge.
’ 1 1 a
2. Sl existe o < 1 tel que f(t) = tgo (ta> u f(t) = .2 (ta)’ alors /0 f(t)de

converge.

3. Sil existe k > 0 et a > 1 tels que f(t) > tﬁa au voisinage de 0 alors / ft)de
0

diverge.

Remarque. On peut facilement adapter le résultat précédent au cas ou I =]a,b] avec a fini, en

utilisant les fonctions de références

(t—a)*

n Techniques de calcul d’une intégrale impropre

m Utilisation de primitives

Il s’agit de la facon la plus simple pour étudier et calculer une intégrale impropre et c’est
celle que nous avons utilisée jusqu’a présent ; elle consiste a revenir simplement a la définition :
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Si f est continue par morceaux sur |a,b[ avec —oco < a < b < 400, et si F' est une
primitive de f, alors f est intégrable sur |a, b[ si et seulement si F' admet des limites finies

Théoréme 1.9 en a’ et en b—, et on a alors :
f= lim F(z)— lim F(x).

Ja,b[ r—b— z—at

1
Ex. résolu 1.4 Montrer que la fonction x — In 5 est intégrable sur]0,1] et calculer son intégrale.
r—z

Correction. Soit ¢ et x dans |0, 1].

xT

/jlnt_lﬂdt _ /:(—lnt—ln(l—t))dt - [—tlnt+t+(1—t)1n(1—t)—1+t
= F(z)—F(¢) avec F(z)=—-zlnz+(1—z)ln(l—2)+2zx—1

£

dox = 2. O

1
limF=—1;limF =1; dou : / In 5
0 1 0 Tr—x

m Intégration par parties

Pour déterminer la nature d’une intégrale impropre on utilise des fois la méthode d’in-
tégration par parties. Toutefois dans ce cas, il faut étre prudent, une intégration par parties
peut poser des problémes. En effet, soient f et g deux applications continues et de classe %!
par morceaux sur un intervalle [a,b]. La formule d'intégration par parties donne, pour tout

x € [a,b]:
Aﬁﬁmwmquwm—mm@—LﬁwﬂWﬂ
Il se peut alors que 11121 / f'(t)g(t)dt existe sans que hnbl f (t)g'(t) dt existe! Tout

dépend en fait de hm f(zx)

Soient f,g € ¢1([a,b[,K) avec —o00 < a < b < oo. On suppose que fg admet une
limite finie en b. Alors

b b
a. Les intégrales / fq et / f'g sont de méme nature.

Théoréme 110 y ]
b. Si l'une d’elles converge, alors

b
[ 509 ® = (1)) ~ F@g(e) - [ F@gt0)

z—b

dt.

o gin(t
Exemple. Considérons I'exemple classique / blr;( )
1

1
On pose f(t) = —cos(t), g(t) = 4 comme f(t)g(t) == 0, on en déduit alors que

> gin(t o0 t
/ smt( ) et / cots2( ) dt sont de méme nature.
1 1

Remarque. En général, on utilise IPP lorsque le calcul de la primitive de ¢ = f’g est plus facile
que celui de fg'. Ceci reste valable pour les intégrales impropres.
Ainsi il faut avoir le bon sens pour faire le choix de f et g ie. il faut quon puisse déterminer la

nature de / fq facilement !
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Dans I'exemple précédent, on aurait pu écrire :

X sin(z X
VX > 1, /1 ;)dx = [sin(z) ln(x)]{( —/1 cos(z) In(x) dz.

Un tel choix (bien que la formule est correcte!) ne permet pas de déterminer la nature de
l'intégrale.

Nat d/oosm(x)d.

sin(z)
NZ3

sin(z) — 0 donc

\/5 z—0t

Correction. La fonction f: x — est continue sur |0, oo[, de plus

1
/ f existe.
0

Soit X > 1, 0on a

Or, cos(X) —— 0Oet

/X X

I

m Changement de variable

On peut étendre aux intégrales sur un intervalle quelconque la formule de changement de
variable vue pour les intégrales sur un segment; la seule restriction, pour garantir I'existence
des intégrales écrites, est que le changement de variable effectué soit bijectif; cette restriction
n'en est pas vraiment une, car on a de toutes fagons intérét lorsqu'on réalise un changement de
variable a ce qu'’il soit bijectif.

cos(z)

V3

x</X1dm</m1dx:>/XCOS(x)dx<oo
Sh Ve T T Va3 1 Va3

Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle |a, f] a valeurs réelles
ou complexes, et ¢ une bijection d’'un intervalle ]a,b[ sur ]a, 3], de classe €' sur ]a,b]
(autrement dit, ¢ est un ¢!-difféomorphisme de ]a, b sur |« 3.

B b
Théoréme LII Alors l'intégrale / f est convergente si et seulement si 'intégrale / (fop)y lest, et,
« a

dans ce cas :

[ 1w ai= [ fopw ¢

o0

Ex. résolu 1.6 Nature de/ sin(t?) dt.
0

1
Correction. On pose p(t) = /1, ¢ € €1(]0,00[) et ¢'(t) = —= > 0 donc ¢ est un changement

2Vt

de variable bijectif de 0, oo sur ]0, col.

o0 o0
Donc / sin(t?) dt et / sin(¢(t)?)p(t)’ dt sont de méme nature, or
0 0

oo b [ 2, dt 1 [~sin(?)
/0 sin((£)2)e(t) dt_/o sin(vi') =g [
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o
D’apres l’exercice cette derniére intégrale est convergente, on en déduit alors que / sin(t?) dt
0
converge.

Remarques.

b
a. Cet exemple montre encore quon peut avoir / f converge sans que f admet une limite
a
en b.

b. En utilisant diftérentes méthodes, (c.f Intégrales a paramétres chapitre ?), on peut montrer

que
o oo A /2
/ sin(t?) dt = / cos(t?) dt = ver

0 0 4

H Intégrales absolument convergentes

Bl péfinitions
Lorsqu’une fonction n’est pas a valeurs réelles positives (ou de signe constant), les théoremes

de comparaison vus plus haut ne s’appliquent pas. On peut cependant s’y ramener dans certains
cas grace a la définition et au théoréme suivants :

Soit f une fonction continue par morceaux sur un intervalle [a, b avec —co < a < b <
-+00, a valeurs dans K.

b
On dit que l'intégrale /

Définition 1.9 a
est convergente.

b

Lorsque l'intégrale / f(t) dt est absolument convergente, on dit aussi que f est inté-
a

b
f(t) dt est absolument convergente si l'intégrale / |f(t)] dt
a

grable sur [a, b].

Remarque. On a une définition analogue dans le cas d’'une fonction définie sur un intervalle de
la forme Ja, b] ou |a, b[.

b
Soit f € %nm([a,b],K) avec —oco < a < b < +o0. Si l'intégrale / f est absolument

convergente, alors elle est convergente, et on a
Théoréme 1.12

[ soa] < [15e at

Démonstration.

— Premier cas : f est A valeurs réelles

Notons alors, pour tout ¢ € [a,b] :

FH(t) = max(£(5),0) et () = max(—£(t),0)

de sorte que
f=r=f et fl=f"+f"

Puisque f* < |f] et f~ < |f], il résulte des théorémes de comparaison que les intégrales

b b
/ ftoet / f~ existent.
a a

Puisque f = ft — f~, l'intégrale de f sur [a, b[ existe donc.
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— Cas général
Lorsque f est a valeurs dans C, puisque |Re(f)| < |f] et [Im(f)| < |f], il résulte des

théorémes de comparaison que les intégrales de Re(f) et de Im(f) sont absolument
convergentes.

D’aprés la premiére partie, elles sont donc convergentes, et on en conclut que / f
a
converge aussi.

O

Remarque. La réciproque du théoréme précédent est faussell existe en effet des intégrales

qui sont convergentes sans étre absolument convergentes (une telle intégrale est dite semi-
convergente).
Le contre-exemple est classique et doit étre connu :

400
w Montrer que /
0

Sll’l

‘ dt est divergente.

Correction. La fonction t —

1 .
en 07, donc / sin(t)
0

D’autre part, comme [sin(t)| € [0,1], on en déduit que |sin(t)| > sin®(¢), ce qui donne

est continue sur |0, co[ de plus elle admet une limite finie

sin(t)
t

dt converge.

VX > 1, /X Sm(t)‘ dt > /X S’ (t) g, _ /X (HOS(%)) dt,
1 t 1 t 1 2t
r /1 * COSQ(tQt) dt tend vers une limite finie lorsque X tend vers oo (en effet, /1 ~ Coi(t) dt
converge, démonstration similaire a I'exercice , tandis que /1 * 2% dt = In(V'X) o o
Ce qui donne /1 - 16228(%) dt diverge et par conséquent /1 - sin(t)’ dt diverge.
Conclusion /0 sint ' dt diverge. O
Soit [a, b] un segment de R et f € €/(]a, b[,K) on suppose que f est bornée sur |a, b.
Alors / f(z)dz est absolument convergente.
Démonstration. D’apres 'hypothése, on a
IM > 0, Va €la,b], |f(z)] < M —> /b\f(x)] dr < /bde — (b—a)M
Ce qui prouve le résultat. O

Exemple. La fonction f(z) = sin (1) est continue par morceaux sur |0,1] et bornée sur |0, 1]

1
donc / f(z)dx converge.
0

On remarque dans cet exemple que f n’admet pas de limite en 0.

Soient f et g continues par morceaux sur [a, b[, avec —0o < a < b < +00. On suppose

que g a valeurs réelles positives au voisinage de b.
b b

Théoréeme 1.13 . Sif = O(g) et si / g(t) dt converge, alors / f(t)dt est absolument convergent.
- a a

b b
2. Sif = o(g) et si / g(t) dt converge, alors / f(t)dt est absolument convergente.
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Démonstration. En effet, la relation f = O(g) (par exemple) équivaut a |f| = O(g). Il résulte

b
alors du critére de comparaison pour les fonctions a valeurs réelles positives que / |f| est
a

convergente, dou le résultat. O

Régle de Riemann

Soit f € €n([a, 00[). On suppose,

1 1
Corollaire 1.8 Ja>1, tel que f = O(x—a) ou f = o(x—a)

oo
Alors / f est absolument convergente.
a

Par analogie,

Régle de Riemann

Soit f € € (]0,al). On suppose,

1 1
Ja <1, tel que f = O(x—a) ou f = o(x—a)

a
Alors / f est absolument convergente.
0

Exemples.
Too siny/z
0o zV1+a?

+o00 i
2. Nature de / In (1 + S + a) dz avec a € R.
1 \/ﬂ? X

1. Nature de dz.

m Norme de la convergence en moyenne

Lensemble des fonctions continues par morceaux et intégrables sur un intervalle I &

Propriété LI2 valeurs dans K = R ou C constitue un sous-espace vectoriel de €y (I,K), noté L'(I,K),

et application f +— / f est une forme linéaire sur cet espace vectoriel.
I

Démonstration. La seule chose a démontrer est que si les intégrales de f et de g, éléments de
¢ (1,K) sont absolument convergentes et si A est un scalaire, alors l'intégrale de \f + g est
absolument convergente.

Cela résulte directement de l'inégalité : |\ f + g| < |A||f|+]g| et des théorémes de comparaison.

O
. On note E; L'ensemble des fonctions continues et intégrables sur un intervalle I a
valeurs dans K, ie. By = €(I,K) N LY(I,K). Alors E; est un sous-espace vectoriel
de #(1,K).
Théoréme 1.14 2. Lapplication Nj : f — / | | est une norme sur E7, appelée norme de la convergence
en moyenne. !
3. La forme linéaire f +— / f est une forme linéaire continue sur 'espace vectoriel
normé (Eq, Ny).
Démonstration.
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. Méme démonstration que dans la proposition précédente.
2. — pour tout f € Ey, Ni(f) > 0;

— si Ni(f) =0, comme la fonction |f| est continue et positive sur I, elle est nulle sur
I et la fonction f aussi;

— pour tout f € Ej et tout A € K, Ny(Af) = [AIN1(f);
— pour tout (f,g) € E%,

Ni(f+g) = [15+al < [Un1+1a) = [191+ [lal = M)+ MiGo)

3. La continuité de I'application ¢ : f — / |f| résulte de I'inégalité : [o(f)] < N1(f) et de la
I

caractérisation d’'une application linéaire continue.
g

m Norme de la convergence en moyenne quadratique

On suppose dans cette partie que K = R.

Une fonction f continue par morceaux sur I et i valeurs dans R est dite de carré

Définition 1.10 intégrable si |f|? est intégrable sur I.

On note L*(I,R) = {f € €u(I,R),t.q. |f|* € L'(I,R)}.

. Ly(I,R) est un sous-espace vectoriel de @/(I,R).
2. Lensemble des fonctions continues de carré intégrable sur I constitue un sous-espace
vectoriel de € (I,R), que l'on note Ej.
E2 — R
3. Lapplication ¢ : définit un produit scalaire sur Es.
PP 7 (fg) — /I fg P ?

Théoréme 1.15

4. La norme associée a ce produit scalaire est appelée norme de la convergence en
moyenne quadratique :

Ve B}, No(f) = (/I|f|2)§.

Exemples.

a. La fonction f: x —> \}5 € E1(]0,1],R) mais f ¢ E»(]0, 1], R).

b. La fonction f: z +— % ¢ Eq1([1,00[,R) mais f € E»(]0,1],R).

Le produit de deux fonctions f et g continues de carré intégrable sur I est intégrable

Propriété 113 sur [ et :

() g)l = \/Ifg\ < Ni(fg) < Na(£)Na(g).

Démonstration. Ni(fg) est le produit scalaire de |f| et |g|; d’aprés l'inégalité de Cauchy-
Schwarz :

Ni(fg) < Na([f)N2(lgl) = Na(f)N2(g)-
]

Corollaire 1.10 I Le produit scalaire (f,g) — (f, g) est une application continue de E>(I,R)? dans R.

Démonstration. Il sufht d’écrire (f, g) = i (No(f +g)* — Nao(f — 9)?). O
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