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Définition
Soient E et F deux K-e-v. Une application u : E — F est dite
linéaire si :

V(A 1) €K?, Y(x,y) € B2, u(Ax + py) = Au(x) + pu(y)
On note Z(E, F) I'ensemble des applications linéaires de E
dans F. )
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On peut remplacer cette définition par :
VAe K, V(x,y) € E?, u(Mx+y) = lu(x) + u(y)
ou par : pour tout A € K, V(x,y) € E?,
u(x +y) = u(x) + u(y) et u(Ax) = Au(x)
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Q Sif e Z(E,F) alors f(0g) = O, mais pour montrer que
f est linéaire on ne calcul pas f(0g) !
@ On ne doit pas confondre
une application linéaire et un s-e-v i.e. les phrases de types :
f est non vide, f est stable par |'addition, etc...
n’'ont aucune sens!!!
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Définition

@ Un isomorphisme de E dans F est une application linéaire
bijective de E dans F.

@ Un endomorphisme de E est une application linéaire de E
dans lui-méme.

On note .Z(E) I'ensemble des endomorphismes de E.
@ Un automorphisme est un endomorphisme bijectif.
On note 4((E) I'ensemble des automorphismes de E.
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Rappels

Opérations sur les applications linéaires

E — E

X — A-x
@ L'application P — P" de K[X] dans K[X]
@ L'application f — f(a) de o/ (D, E), avec a € D.

b
Q L’application f r—>/ f(t)dt de €([a, b],R) dans R

© L’homothétie de rapport A € K, hy, :

p
© L'application p; : H Ex — Ei qui a (xq,...,x,) associe
k=1

Xi
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Définition

Siue Z(E), un s-e-v F de E est dit stable par u si
u(F) C F.

Dans ce cas, la restriction de u a F sera un endomorphisme de
F, noté ur et appelé endomorphisme induit par u sur F.
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Application : Polynémes d'interpolation de Lagrange
Opérations sur les applications linéaires

Ne pas confondre les notions d'endomorphisme induit et de
restriction.

La notion d'endomorphisme induit n'a de sens que SI F est un
s-e-v ET stable par u (pour pouvoir parler d'endomorphisme
de F).
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Rappels

Théoreme

Soit u € Z(E, F). Alors :
© Si E' est un s-e-v de E, son image u(E’) par u est un
s-e-v de F.
@ Si F’ est un s-e-v de F, son image réciproque u~!(F’) par
u est un s-e-v de E.

B. ATFEH Applications linéaires



Définitions
Endomorphisme induit
Image. Noyau

Applic

Opérations sur

Rappels

Démonstration

Exercice a faire.
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Application : Polynémes d'interpolation de Lagrange
Opérations sur les applications linéaires

@ Soit u € Z(E, F). L'ensemble image de E par u est un
s-e-v de F, appelé image de u, et noté Im u.

Imu={u(x), x € E}.

© L'image réciproque de O par u est un s-e-v de E, appelé
noyau de u, et noté Ker u.

Keru=u"'({0F}) = {x € E, u(x) = 0¢}.
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Rappels

Théoreme

Soit u € Z(E,F).
Q v surjective <= Imu = F.
@ u injective <= Keru = {0g}.
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Rappels

Soient Eq, ..., E, des sous-espaces vectoriels de E. On peut

alors considérer I'application :
Eitx...xE, — E
u:
(X1, Xn) —> X1+ + X,

Alors : )
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Opérations sur les applications linéaires

— u est linéaire

— Imu =Y E. Donc u surjective < E = > E,.

i=1 i=1
n
— u est injective si et seulement si la somme ) _ E; est
i=1

directe. (En effet, Ker u = {Og, «..xg,} équivaut a

V(xt, ..., %) EEL X ... X Epy xqg 4+ x,=0= x; =
...=x, =0, ce qui est bien la caractérisation d'une
somme directe).

n
— en conclusion : u bijective <—- E = @ E .
i=1
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Théoreme d’isomorphisme

La restriction de u a tout supplémentaire de Ker u est un
isomorphisme de ce supplémentaire sur Im u.

B. ATFEH Applications linéaires



Définitions

Endomorphisme induit

Image. Noyau

Application : Polynémes d'interpolation de Lagr
Opérations sur les applications linéaires

Rappels

Démonstration

Soit S un supplémentaire de Ker u dans E : E = S & Ker u.
Soit v la restriction de u a S.

— v est évidemment a valeurs dans Im u.
— v est linéaire, puisque u I’est.
— v est injective, car Kerv = Kerun S = {0}.

— v est surjective de S sur Im u car :
Soit y € Im u. Alors, il existe x € E tq y = u(x). Puisque
E =S+ Keru, il existe (s,z) € S x Keru tq x = s + z.
On a alors y = u(x) = u(s) + u(z) = u(s) = v(s), donc
s
y posséde bien un antécédent par v.
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Rappels

Théoréme
Soit n € N et soient ag, a;,...,a, n+ 1 scalaires deux a deux
distincts et soit

K[X] — K
P (P(a0), P(ar),. .., P(an))

Alors :
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Théoreme

1/ u est linéaire.

Rappels

2/ Ker u est I'ensemble des multiples du polynéme
n

[ (X — &) (i-e I'idéal engendré par ce polyndme)
i=0

3/ La restriction de u a K,[X] est un isomorphisme de
K,[X] sur K",

4/ Y(bo, by, . .., by) € K™, 3P € K,[X] t.q.
P(a,-) = b,'7 Vi e [[0, n]].
P s'appelle le polynéme interpolateur de Lagrange relatif
aux points (a;, b;)
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Démonstration

2/ Ker u est I'ensemble des polynémes tels que
P(ao) = P(a1) = ... = P(a,) =0, i.e. 'ensemble des
polynébmes ayant ag, . .., a, pour racines. Les a; étant distincts,

P € Ker u si et seulement si P est divisible par [[ (X — a).
i=0
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Rappels

Démonstration

3/ Notons Q = H ). Q étant de degré n+ 1, on a

déja montré ( chap/tre precedent) que

K[X] = K,[X] + Q - K[X], donc K,[X] est un supplémentaire
de Ker u. D'apres le théoreme précédent, la restriction de u a
K, [X] est un isomorphisme de K,[X] sur Im u.

Il en résulte que dimIm v = dimK,[X] = n+ 1, et, puisque
Imu C K" onalmu=K"", doi le résultat.
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Démonstration

4/ Le résultat précédent s'écrit aussi :
V(by, by, ..., by) € K™ 3P € K,[X] tq u(P) = (bo, by, - . ., by
ce qui est exactement le résultat demandé.
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Soit (e, - - -, €,) la base canonique de K", u étant un
isomorphisme de K,[X] sur K", I'image réciproque par u de
cette famille sera une base de K, [X].

Notons, pour tout j € [0, n], L; = u~*(e;). Alors L; est le
polynéme de K,[X] qui prend la valeur 1 en a; et la valeur 0

en a; si i # j.
On a donc :
X — dj
Vj € [0, n], LJ:H -
i—o\dj — di
i#j
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Ainsi :
V(I,j) & HO n]]2 : Lj(a,-) = 6U et P = Z bJ'Lj
et les polynémes L; pour j € [0, n] forment une base de

K,[X]; dans cette base, les coordonnées de P € K,[X] sont
les P(a;) .
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Voir aussi concours E3A 2017 maths 1, E3A 2021, ...
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On considére les réels suivant :
a=-1 a=0 a=1 a=2 a4=3

Alors
Lo(X) = (1/24)X* — (1/4)X3 + (11/24)X* — (1/4)X
Li(X) = —(1/6)X* +(5/6)X3 — (5/6)X* — (5/6)X + 1
L(X) = (1/89)X* = X3+ (1/4)X? + (3/2)X
L3(X) = —(1/6)X* +(1/2)X3 +(1/6)X? — (1/2)X
Ly(X) = (1/24)X* —(1/12)X3 — (1/24)X? + (1/12)X
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\ L(z)|= Lk

gl a; — ay
2 0<k<d, k#j I k
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Rappels

4
Aaw) = Z sin(ay)Ly(x)
k=0
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Propriété
Soient E, F, G trois K-e-vet u € Z(E,F), v e Z(F,G).
Alors :

Q@ voue Z(E, G).
Q@ Im(vou)CImv et Ker(vou)DKeru.
Q vou=0gcrc & ImuCKerv.
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Démonstration

1.—— Siy € Im(v o u) il existe x € E tel que y = v o u(x)
doncy = v(z) avec z = u(x) € F, d'ot y € Imv.
—— Six € Keru, alors u(x) = 0r d’ou
vou(x) =v(0F) = 0¢ donc x € Ker(v o u).
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Opérations sur les applications linéaires

Rappels

Démonstration

2. VOUZOg(E,G)<=>VXEE, V[U(X)] =0c & Vy €
Imu, v(y) =0c < Vy €lmu, y e Kerv < Imu C
Ker v.
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Théoréeme

Soient E et F deux K-e-v. Si u est un isomorphisme de E
dans F, u~! est un isomorphisme de F dans E.
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Démonstration

Il s'agit de montrer que u™" est linéaire.
Soient x,y € F, et a= u"*(x), b= u"(y). Alors, pour tout
A e K,

u(Aa+ b) = Au(a) + u(b) = Ax +y,

d’ou

Ut (Ox +y) =Xa+ b= u"t(x)+uH(y).
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Soit E un K-e-v, et E; et E, deux s-e-v supplémentaires de E
(E=EoE).

Tout vecteur x € E s'écrit donc de maniére unique sous la
forme : x = x; + x2 avec (x1,x) € E; X E;.
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Définition
E—E

L'application p : s'appelle la projection sur E; de
X — X1

direction E, (ou parallelement a E,).

ST E—E , -

L'application s : s'appelle la symétrie par
X = X1 — Xo

rapport a E; de direction E, (ou parallélement a E).
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Propriété

Si ue Z(E), on notera (provisoirement) :

Inv(u) = {x € E, u(x) = x} = Ker(u — idg)

et

Opp(u) = {x € E, u(x) = —x} = Ker(u + idg)
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© s et p sont deux endomorphismes de E.
p>’=pop=p
s2=so0s=1Idg
Inv(p) =Imp = E et Kerp = E,.
Inv(s) = E; et Opp(s) = E.
Si p; est la projection sur E; de direction E;, et p, est la
projection sur E; de direction Ei, p; + p» = ide (p1 et po
sont dits associés).

©000O0
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Définition (Projecteur)

Soit E un K-e-v et u € Z(E). u s'appelle un projecteur si

U2:UOU:U.
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Théoreme

Si p est un projecteur, alors :

E =1Imp @ Kerp, Im p = Inv(p)

b

et p est la projection sur Im p de direction Ker p.
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Démonstration

Soit p € Z(E) tq p*> = p.
e Montrons Inv(p) = Im p.
» On a toujours Inv(p) C Im p, car, si p(x) = x,

x€lmp;
» Réciproquement, si y € Im p, il existe x € E tel que

y = p(x) d'oi p(y) = p*(x) = p(x) = y et y € Inv(p).
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Démonstration

Soit p € Z(E) tq p*> = p.

@ Montrons que E =Imp & Kerp .
» ImpnNKerp={0} car, six €c ImpnKerp, ona
p(x) = 0 d’une part, et x € Inv(p) soit p(x) = x d'autre
part, donc x =0;
» Soitx € E. On a : x = p(x) + (x — p(x)) avec
M~ ——
=X1 =X2
x; € Im p et p(x2) = p(x) — p?(x) = 0 soit x, € Kerp,
donc E = Im p + Ker p.
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Démonstration

Soit p € Z(E) tq p*> = p.
°
o

e Enfin, p est bien la projection sur Im p de direction
Ker p, car, si x = x1 + x» avec (x1,%) € Im p x Ker p,
on a p(x) = p(x1) + p(a) = x1 +0 = x.
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Généralisation

Soit (E;)i<i<p une famille de s-e-v d'un K-e-v E, telle que

p
E = P E:. On sait alors,

i=1

p
ver, E“(X,)GHE,, X:ZX,'

i=1 i=1

on note alors, pour tout i € [1, p], p; I'application :

E — E
pi : . On a alors :
X = X
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Généralisation

Q@ Vie[l,p], piopi=pi
p
Q Vie[1,p], piestla projection sur E; de direction EPHE;.
j=1
J#i
P
(3] ZP:‘ = idg.
i=1

Q V(i,j) € [1,p]*, i #j= piop;=0ge).
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Définition

On dit que (pi)i<i<p est la famille de projecteurs
canoniquement associée a la décomposition de E en somme

p
directe E = P E;.

i=1
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Théoreme

Si s est un endomorphisme involutif de E (s?> = Idg), alors :
E = Inv(s) ® Opp(s)

et s est la symétrie par rapport a Inv(s) de direction Opp(s).
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Démonstration
Soit x € Inv(s) N Opp(s), alors

s(x)=xets(x)=—x=x=—-x=x=0.

Donc Inv(s) N Opp(s) = {0}.
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Démonstration
Montrons maintenant que E = Inv(s) + Opp(s), pour cela, il
suffit d'écrire :

Vx € E, x=(x+s(x))/2+ (x—s(x))/2=x1+ x

Puis,
s(a) = 3(s()+£2(x)) = () +x) =
() = 5(s(x) — 2() = 2(s(x) — ) =
Soit x; € Inv(s), xo € Opp(s). |
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Démonstration

On en déduit alors que E = Inv(s) @ Opp(s).

Enfin, s est bien la symétrie sur Inv(s) de direction Opp(s),
car, si x = x1 + xp avec (x1,x2) € Inv(s) x Opp(s), on a
s(x) = s(a) +s0e) = x1 — x.
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Projecteurs. Symétries
d Y Projecteur

Symétrie

La décomposition de x € E dans la somme directe
E = Inv(s) & Opp(s) s'écrit :

~ x+s(x)  x—s(x)
X=Ty T
€lnv(s) €O0pp(s)
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Soit E = o/ (R,R) et s I'application de E dans E qui, a toute

] = R — R
f € E, associe I'application f :

X +— f(—x).

On vérifie facilement que s est linéaire et que s> = Idg. Ainsi,
s est une symétrie.

Ona:
o f € Inu(s) <= Vx € R, f(x)=f(—x) <= f paire;

o feOpp(s) <= VxeR, —f(x)=Ff(—x)<=f
impaire.
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On retrouve ainsi le fait que I'ensemble des applications paires
(resp. impaires) est un s-e-v de E, et que ces deux s-e-v sont
supplémentaires. De plus, la décomposition de f € E comme
somme (de facon unique) d'une application paire et d’une
application impaire est :

Flx) = f(x) +2f(—x) N f(x) —2f(—x)

paire impaire
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Symétrie

Soit E = #,(K) le K -e-v des matrices carrées d’ordre n

E — E

A — A
On vérifie facilement que s est linéaire et que s> = Idg. Ainsi,
s est une symétrie.

Ona:
o Ac Inu(s) < A="A<= A symétrique;
@ A€ Opp(s) < A= —"'A < A antisymétrique.

(n € N*) a coefficients dans K, et soit s :
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On obtient ainsi que I'ensemble .#,(K) des matrices
symétriques d'ordre n et I'ensemble <7 % ,(K) des matrices
antisymétriques d’ordre n sont des s-e-v supplémentaires de E.
De plus, la décomposition de A € .#,(K) comme somme (de
facon unique) d’une matrice symétrique et d'une matrice
antisymétrique est :

A+A A-TA
A= +
2 2
——
sym. antisym.
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Détermination d'une application linéaire

Théoréeme

Soient E et F deux K-e-vs, (€;)ic; une base de E et (b;);e/
une famille de vecteurs de F. Alors :

© Il existe une et une seule application linéaire u € Z(E, F)
telle que u(e;) = b; pour tout i € /.
@ u injective <= (b;)i¢/ est une famille libre de F.

© u surjective <= (b;);cs est une famille génératrice de
F.

© u est un isomorphisme <= (b;);c; est une base de F.
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Si E et F sont deux K-e-v de dimensions finies :

dim F

il existe u injective € Z(E,F) < dimE <
il existe u surjective € Z(E,F) < dimE >dimF

il existe un isomorphisme de E sur F <= dimE =dim F
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Détermination d'une application linéaire

Théoréme Th. de rang

Soient E et F deux K-e-vs, avec E de dimension finie, et
ue Z(E,F).

Alors Im u est de dimension finie et :

dim(Im u) 4+ dim(Kerv) = dimE
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Détermination d'une application linéaire

Démonstration

C'est immédiat a I'aide du théoréme d’isomorphisme : si S
est un supplémentaire de Ker u, alors S est isomorphe a Im u
(plus précisément, la restriction us de u a S est cet
isomorphisme), donc dimIm u = dim S = dim E — dim Ker u
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Détermination d'une application linéaire

Danger

Dans le cas E = F et u € Z(E), Ker u et Im u sont deux
s-e-v de E dont la somme des dimensions est égale a dim E,
mais Ker u et Im u ne sont pas forcément supplémentaires !

Exemple

| .

Soit u I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base
01

00
On aici Keru=Imu = Re...

canonique est

.
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Détermination d'une application linéaire

Définition

Soient E et F deux K-e-vs, et u € Z(E,F). Si Imu est de
dimension finie, sa dimension est appelée le rang de v :

rg u = dim(Im v) |
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Détermination d'une application linéaire

@ Si F est de dimension finie, alors Im u est de dimension
finie.

@ Si E est de dimension finie, alors Im u est de dimension
finie et rg u + dim(Keru) = dimE .

© Si (e)jes est une base de E, rg u est aussi le rang de la

famille de vecteurs (u(e,-)) -
1
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Détermination d'une application linéaire

Conséquences du théoréme du rang :

© Si E est de dimension finie :
u injective <= rgu =dimE.
@ Si F est de dimension finie :
u surjective <= rgu =dimF.
© Si E et F sont de dimensions finies et si dim E = dim F,
u injective < u surjective < u bijective.

@ Soient E et F de dimensions finies et dim E = dim F.
Soit ue L(E,F)etve Z(F,E) tels que vou = idg.
Alors u et v sont des isomorphismes, réciproques I'un de
I"autre.
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Détermination d'une application linéaire

Les deux dernieres propriétés ne sont plus vraies lorsque :
= dimE #dimF
par exemple, si dim E < dim F, il suffit de considérer une
application linéaire u qui transforme une base de E en
une famille libre mais non génératrice de F : u est
injective, mais non surjective.
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Détermination d'une application linéaire

Les deux dernieres propriétés ne sont plus vraies lorsque :

= Les espaces ne sont pas de dimensions finies (méme si
E=F)
par exemple, si E = €°°(R,R), si u est I'application qui a
f associe sa dérivée f’ et si v est |'application qui a
associe (x b / f(t) dt), on a uov = Idg mais
0
vou 7é IdE
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Détermination d'une application linéaire

Ces résultats peuvent tomber en défaut si E n'est pas de
dimension finie!

K[X] — K[X] ot

P +— P

Considérer par ex. les applications :

K[X] — K[X]
P —s XP

La premiére est surjective mais non injective ; la seconde est
injective mais non surjective.
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Détermination d'une application linéaire

Théoreme

Si E et F sont de dimensions finies, alors Z(E, F) est de
dimension finie et :
dim(Z(E,F)) =dimE - dim F.
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Détermination d'une application linéaire

Démonstration

Soit n=dimE, et (ey,...,e,) une base de E. Considérons
I'application
ZL(E,F) — F"
©:
u — (u(er),...,u(en))
@  est évidemment linéaire.
e On sait que : Y(by,...,b,) € F", Jlu €
Z(E,F) tq u(e;) = b;pour tout i. Cela signifie que ¢ est
bijective.

@  étant un isomorphisme d’espaces vectoriels , on a
dim Z(E,F) =dimF" = n-dimF.
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Formes linéaires et hyperplans

Définition

Soit E un K-e-v. On appelle hyperplan de E tout sous-espace
vectoriel H de E qui admet une droite vectorielle pour
supplémentaire.

Si E est de dimension finie n € N*, cela équivaut a
dim(H) =n—1.
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Formes linéaires et hyperplans

Propriété

Si H est un hyperplan de E, alors, pour tout vecteur a ¢ H,

on a:
E=H®Ka|
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Formes linéaires et hyperplans

Démonstration

H est un hyperplan donc, par définition, il existe b € E \ {0}
tel que E = H ® Kb.
Soit a ¢ H. Alors HNKa = {0} car A\a ¢ H saufsi A = 0.
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Formes linéaires et hyperplans

Démonstration

Il reste a montrer E = H + Ka. Soit x € E. Il existe h € H et
A € K tels que x = h+ \b. Et il existe aussi i’ € H et p € K
tels que a = h' + pb. p ne peut pas étre nul cara ¢ H. On a

1
donc b = ;(a — W) puis

A A A
x=h+(a—H)=h—"H+"aecH+Ka
u wooop
———
eH €Ka
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Formes linéaires et hyperplans

Définition

Soit E un K-e-v. On appelle forme linéaire sur E une
application linéaire de E dans le corps de base K.

L'e-v Z(E,K) des formes linaires sur E s'appelle I'e-v dual
de E, et est noté E*.

Si E est de dimension finie, on a : dim E = dim E*.
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Formes linéaires et hyperplans

© Soit D une partie de R, et xo € D. L'application
@ : f— f(xo) est une forme linéaire sur le R-espace
vectoriel <7 (D, R).

b
@ Soit [a, b] un intervalle de R. L'application ¢ : f — / f

est une forme linéaire sur le R-espace vectoriel

. ([a, b, R).
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Formes linéaires et hyperplans

Propriété

Toute forme linéaire non nulle est surjective.
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Formes linéaires et hyperplans

Propriété
Toute forme linéaire non nulle est surjective.

Démonstration

En effet, si o € E* est non nulle, il existe a € E tel que
w(a) # 0, et on aura alors, pour tout A € K,

)\:90<>\-a €elmeyp

v(a)
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Formes linéaires et hyperplans

©Q Un s-e-v H de E est un hyperplan si et seulement si il
existe une forme linéaire o € E*, non nulle, telle que :
H = Ker¢

@ Si ¢ et ¥ sont deux formes linéaires non nulles sur E telles
que Ker ¢ = Ker ), alors il existe A € K tel que ¥ = A\p.
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Formes linéaires et hyperplans

Démonstration

1. » Soit H un hyperplan de E. Il existe a # 0 tel que
E = H @ Ka. Il existe alors une forme linéaire p sur E
telle que {go(h) =0 siheH
w(Aa) =X pour tout A € K
application linéaire est entiérement déterminée par ses
restrictions a deux s-e-v supplémentaires).

(en effet, une
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Formes linéaires et hyperplans

Démonstration

1. » SixeE, ilexiste he H et \ €K tels que x = h+ \a.
On a alors
P(x)=0<= p(h)+ A=0<= A=0<= x € H, de
sorte que I'on a bien Ker ¢ = H.
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Formes linéaires et hyperplans

Démonstration

1. ™ Réciproquement, si @ est une forme linéaire non nulle,
soit H= Ker ¢. ¢ étant surjective, il existe a € E tel
que p(a) = 1. Montrons que E = H ® Ka, ce qui
prouvera que H est un hyperplan.

o Sixe HNKa, x € H et il existe A € K tel que x = Aa.
Donc 0 = ¢p(x) = Ap(a) = A, d'od x =0 :
HNKa = {0}.

@ Six€e E,onax=x—p(x)at+p(x)aaveche H

—— =
=h cKa

puisque o (x — p(x)a) = p(x) — p(x)p(a) = 0.
Ainsi, E = H + Ka, ce qui achéve cette démonstration.
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Formes linéaires et hyperplans

Démonstration

2. Soient ¢ et 1) deux formes linéaires non nulles telles que
Ker ¢ = Ker ¢. Notons H = Ker ¢. D’aprés ce qui
précéde, H est un hyperplan, donc il existe a € E \ {0} tel

que E = H @& Ka. Posons \ = ¥(2)

4
puisque a ¢ H donc p(a) # 0. On a alors ¢(x) = Ap(x)
pour tout x € H et tout x € Ka, donc pour tout x € E.

, ce qui est possible

v
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Formes linéaires et hyperplans

Définition

Si H est un hyperplan de E et si ¢ € E* est telle que
H=Keryp={x € E, p(x) =0}, I'équation p(x) =0
s'appelle une équation de |'hyperplan H.
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